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MATHEMATICS 
BEZIEHUNGEN DER @:7 UND @:s ZUR OKTAVENEBENE. X 1) 
VON 
HANS FREUDENTHAL 
(Communicated at the meeting of March 30, 1963) 
31. Gewisse Koeffizienten 
Die Betrachtungen in 1-25 1) waren im Wesentlichen unabhangig 
davon, welche der vier Hurwitzalgebren .;f' als Grundk.orper gewahlt 
wurde. Nur gewisse Dimensionszahlen und Spuren und daher auch 
gewisse numerische Koeffizienten in verschiedenen Gleichungen andern 
sich. Die Anderungen werden unten angegeben. Dagegen war die 
Betrachtung der metasymplektischen Geometrie in 26-30 wesentlich auf 
den reellen Fall zugeschnitten. Weiter unten wird nun die in 25 ange-
kiindigte allgemeine Methode der metasymplektischen Geometrie ent-
wickelt. 
31.1. Der Koeffizient in 1.26 ist bzw. 
!, ---!, -2, -3. 
31.2. Die Dimension von Sf ist bzw. 
14, 20, 32, 56, 
die von m (projektiv) 
6, 9, 15, 27, 
die von 2 
21, 35, 66, 133, 
die von m (projektiv) 
5, 9, 17, 33, 
die der Menge der Geraden der 5-dim. symplektischen Geometrie 
7, 12, 22, 42. 
31.3. Im Folgenden seien e, el, 82, ... E 2, P, Pl, P2, ... E Sf, (/) E Lie-
Algebra aus 7. 
1) Siehe in diesen Proceedings: 
I: 57 (1954), 218-230 
II: 57 (1954), 363-368 
III: 58 (1955), 152-157 
IV: 58 (1955), 277-285 
V-VII: 62 (1959), 165-201 
VIII-IX: 62 (1959), 447-474 
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Statt 4.8, 4.10 ist 1) 
(31.3.1) sp e(PI x P2) = -s{eP1, P2} 
mit bzw. 
s=!, J, 2, 3. 
Statt der Formel am Ende von 4 hat man 
(31.3.2) sp e2 = 2 sp 4>2 + (10, 12, 16, 24)((A, B)+ !ez). 
Statt 9.5.1 (siehe auch 13.3) ist 
(31.3.3) B2el = - i. (sp eel) e fiir e E' 91. 
Fiir die Killing-Cartan-Form der Gruppen der dritten Zeile von S 
zeigt eine einfache Rechnung 
(31.3.4) sp ez;sp e2=f, 2, !, 3. 
Fiir die der vierten Zeile (siehe 7) berechnet man 
(31.3.5) sp (j)2 =s1 sp e 2-s2{P1 P2}+4s2(y2 +Qb), 
wo s1 = 2 + Koeffizient a us 31.3.4 und s2 = 2 + i dim Sf, also 
32. Einige Formeln 
Einige wichtige Formeln seien zur Erleichterung 
wiederholt, und einige weitere seien hinzugefiigt. 
Fiir e, el, ez, ... E' £, P, PI, P2, ... E' Sf gilt: 
(32.1) [e,P1xP2]=eP1xPz+Plx ePz. 
(32.2) {P1, Pz} + {P2, P1} = 0. 
(32.3) { eP1, P2} + {P1, eP2} = 0. 
(32.4) {eP1, P2}= -s-1 sp e(PI x P2). 
des ~achschlagens 
(Siehe 4.4) 
(Siehe 4.5) 
(Siehe 4.6) 
(Siehe 31.3.1) 
(32.5) (P x P1)P2- (P x Pz)PI = HP1, P2}P + t{P, P2}P1 + t{P1, P}Pz. 
(32.6) Fiir (PxP)P=O [(Siehe 6.1) 
ergeben sich leicht aus den vorigen: 
(32.6.1) (P x P)eP= i.(sp e(P x P))P. 
(32.6.2) ((P X P)PI) X P=HP, Pl}P X P. 
(32. 7) Fiir P1 x P2 = 0 
ergeben sich ebenso 
(32. 7.1) (P1 x P1)Pz = i{PI, Pz}P1. 
(32.7.2) P1 x (P2 x P2)Pa=HP1, Pz}P2 x Pa+HP~, Pa}Pz x Pz. 
I) Statt x sagen wir nun sp. 
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(32. 7.3) (P1 x P2)eP1 = J,(sp e(P2 x P2))P1- i{Pb P2}eP2. 
(32.7.4) (P1 x P1)(P2 x P2)Pa=-l4 {P1> P2}(8{P2, Pa}P1- 8{P1, Pa}P2-
- {P1, P2}Pa). 
(32.7.5) [P1 x P1, [P2 x P2, e]]= -HP1, P2}P1 x eP2-
(32.8) Ftir e E in ist 
_ f,(sp e(P2 x P2))P1 x P1. 
(Siehe 31.3.3) 
(32.9) Ftir e, el E i)(, eel= 0 sind e, el linear abhangig. (Siehe 12.5) 
(32.10) Ftir e, el E in reicht schon sp (eel)=O zur Kommutativitat 
von e' el a us. 
Denn [e, e1]2=ee1ee1+e1ee1e=O nach 32.8, also [e, el] Ei'Jc; 
ferner e[e, e1]=0, also nach 32.9 Abhangigkeit zwischen e und [e, el]; 
ebenso zwischen e1 und [el, e]. Also [e, e1]=0. 
33. Heuristische Argumente aus der Darstellungstheorie 
Wie in 25.2 auseinandergesetzt, hat man nach Tits die Menge der 
Symplekta bzw. Punkte der metasymplektischen Geometrie tiber den 
Oktaven als die Mannigfaltigkeit zu suchen, die vom Vektor hochsten 
Gewichts in der Darstellung n1 bzw. n2 der 'Es erzeugt wird. Um alge-
braisch die Inzidenzbeziehungen darzustellen, drtickt man n2 durch n1 
(die adjungierte Darstellung) aus, und das kann etwa im Kronecker-
Quadrat von n1 geschehen. Zu dem Zwecke hat man das Kronecker-
Quadrat zu reduzieren~ Wir ftihren das nun ftir aile vier Gruppen der 
vierten Zeile des Schemas S aus: 
~4: 
Hochste fundamentale Gewichte: 
m:1 0 0 0 
71:2 1 1 0 0 fi=J·i"" 
na : ! 1 1 ! 2 2 
71:4 2 1 1 0 
i ! ! 
Hochste Gewichte im Kronecker-Quadrat von 
n22 2 2 0 0, symmetrisch, 1053 
71:171:2 2 1 0 0, antisymmetrisch, 1053 
71:12 2 0 0 0, symmetrisch, 324 
na 3 1 1 1 antisymmetrisch, 273 2 2 2 2' 
no :0 0 0 0, symmetrisch, 1 
'Es: 
n2 und Dimensionen: 
Wurzelformtypen tiber der Basis /I, ... , Is mit Ut, ft)=t, (/t, /1)= --18 : 
1 -1 0 0 0 0 
1 1 1 0 0 0 b=8 7 6 5 4 3 
1 1 1 1 1 1 
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Hochste Gewichte im Kronecker-Quadrat von :n;z und 
:n;z2 2 2 2 2 2 2, symmetrisch, 2430 
:n:s 2 2 2 1 1 1, antisymmetrisch, 2925 
:n;z:n:s 2 1 1 1 1 0, symmetrisch, 650 
:n;z 1 1 1 1 1 1, antisymmetrisch, 78 
:no 0 0 0 0 0 0, symmetrisch, 1 
~7: 
Wurzelformtypen tiber der Basis /1, ... , /7 wie oben: 
1 -1 0 0 0 0 0 
Dimensionen: 
1 1 1 0 0 0 0 ~ = !(27 25 23 21 19 17 15) 
1 1 1 1 1 1 0 
Hochste Gewichte im Kronecker-Quadrat von :n:1 und Dimensionen: 
012 2 2 2 2 2 2 0, symmetrisch, 7371 
:n:s 2 2 2 2 2 1 1, antisymmetrisch, 8645 
:lt4 2 2 1 1 1 1 1, symmetrisch, 1539 
:It! 1 1 1 1 1 1 0, antisymmetrisch, 133 
:no 0 0 0 0 0 0 0, symmetrisch, 1 
~s: 
Hochste Gewichte im Kronecker-Quadrat von :n:1 und Dimensionen 1): 
:n:12 , symmetrisch, 27000 
:n;3 , antisymmetrisch, 30380 
:n:2 , symmetrisch, 3875 
:n:1 , antisymmetrisch, 248 
:no , symmetrisch, 1 
Man erkennt bei allen vier Gruppen dieselben Ziige. Die Darstellung 
(bzw. :n;12, :n:1:n:3, :n:4, :n;z), in der man die Mannigfaltigkeit der Punkte zu 
suchen hat, ist als Teil des symmetrischen Kronecker-Quadrats charak-
terisiert durch die Eigenschaften: 
es gibt keinen invarianten Vektor, 
das Doppelte der hochsten Wurzelform tritt nicht als Gewicht auf. 
Das liefert den Hinweis, wie man den Raum dieser Darstellung aus 
dem Kronecker-Quadrat herausheben kann. 
34. Definition: ffi4 sei die in 7 definierte Lie-Algebra, also je nach 
dem Grundkorper .Yt' isomorph (einer reellen Form) der ty4, ~6, ~7, ~s. 
Auch iibrigens bedienen wir uns der Bezeichnungen von 7. Die Elemente 
von ffi4 werden meist mit f/J bezeichnet (mit Indizes, Strichen und Sternen). 
Statt des iiblichen ad f/J schreiben wir ?>. 
Definition: Fiir f/J E ffi4 wird die lineare Selbstabbildung (f/J, f/J) 
von m4 durch 
(34.1} (f/J, f/J)f/J* =f$2f/J* +ez-1(sp ifJifJ*)f/J-e3-l(sp qJ2) f/J* 
1) Siehe: Verf., Zur Berechnung der Charaktere der halbeinfachen Lie-Gruppen, 
Proceed. Kon. Ned. Akad. Wet. A 57, 487-491 (1954). 
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mit 
ea=~t\~, 72, 126, 240 
definiert (bzgl. e2 siehe 31.3.5). 
Der Koeffizient e2 -1 ist folgendermassen motiviert: Gehort rp = rp" zur 
hochsten Wurzelform 1-l und (j)*=(j)"' zu der Wurzelform ~.so ist if>"2 (j)"'' 
sp if>/P"', sp ($"'2 im Allgemeinen null. Nur fiir ~= -t-t hat man 
if>irp_l'=- (fJ,, t-t)(j)l'' 
(sp iP11 iP_ 11 )(j)11 = (j)11 , 
(sp if>"2)(j)_ 11 = 0. 
Der Koeffizient e2-1 ist so eingerichtet (e2= (fJ,, t-t}), dasssich alles weghebt, 
also ((j)"' (j)"> verschwindet. 
Der Koeffizient ea-1 ist so eingerichtet, dass die Spur von ((j), (j)) ver-
schwindet. In der Tat ist 
sp ((j), (j))=sp if>2+e2-1 sp if>2-ea-1 (dim m4) sp if>2, 
und hieraus ergibt sich ea wie oben. 
Definition: Fiir rpi e m4 definiert man 
durch die Forderungen: 
symmetrisch, bilinear, ((j), (j)) wie oben. 
Definition: Der von diesen ((j)1, (j)2) linear erzeugte Raum heisst 
m1. Die adjungierte von m4 wird in m1 linear dargestellt durch den Homo-
morphismus {} mit 
(34.2) ({}if>)({jJ1, (j)2) =[if>, ((j)1, (j)2)] = <if>rp1, rp2> + ((j)1, 'if>rp2>· 
Dass das wirklich eine Darstellung ist, sieht man ohne weiteres. Durch 
eine Umkehrung von 
ist sie in das symmetrische Kronecker-Quadrat der adjungierten zu m4 
eingebettet. Gehoren die rpi zur Wurzelform ~i. so gehort ((j)1, (j)2) zum 
Gewicht ~1 +~2- Wir haben es so eingerichtet, dass ((j)"' (j)11) verschwindet. 
Daher kommt in m1 kein (nichttrivialer) Vektor VOID Gewicht 2t-t vor. 
Da die Spur von ((j), (j)) also auch von ((j)1, (j)2) verschwindet, kommt 
auch kein invarianter Vektor in m1 vor. Also nach 33: 
Durch 34.2 wird in m1 in der Tat die Darstellung n12, n1:na, :n4, n2 von 
~ definiert, auf die es uns ankommt. 
35. Wir fahren heuristisch fort: Gewisse rp E ~ sollen als Symplekta 
interpretiert werden, gewisse ((j)1, (j)2) als Punkte der metasymplektischen 
Geometrie. Naturgemass soU ((j)1, (j)2) den Schnittpunkt der Symplekta 
rp1, rp2 angeben, wenn einer existiert. Dieser Schnittpunkt muss unbe-
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stimmt werden, wenn f/>1. f/>2 zusammenfallen, d.h. fiir die (/> E ~' die 
als Symplekta zu verstehen sind, muss (f/>, f/>) = 0 sein. Diese Uberlegung 
f iihrt zu der 
Definition: f/> E m54 dann und nur dann, wenn f/> E l)l4 und (f/>, f/>) = 0. 
m54 heisst die Menge der Symplekta, wenn mit den Elementen von m54 
his auf einen reellen Faktor gerechnet wird. 
(f/>, f/>) war durch 34.1 erklart worden. Urn uns von lastigen nume-
rischen Koeffi.zienten zu befreien, setzen wir fiir (/> E m4 
(f/>, f/>*)= -82-1 sp i!J(i)*, 
also 
(35.1) sp <P(i)*j(f/>, f/>*)= -9, -12, -18, -30. 
Dann wird 
(35.2) (f/>, f/>)f/>* = fP2f/>*- (f/>, f/>*)f/>+8283-1((/>, f/>)f/>*. 
(35.3) ( (/>!, f/>2)(/>* = i((j)1 (j)2 + iP2iP1)f/>*- !(f/>1, (/>* )f/>2- !(f/>2, (/>* )f/>1 + 
+ 8283-1((/>1, f/>2)(/>*. 
Hier ist 
Ist (/> E m54, so ist insbesondere (f/>, f/>)f/>=0, also (f/>, f/>)=0. Daraus folgt 
(35.4) (/> E m54 dann und nur dann, wenn (f/>, f/>) = 0 und 
fiir alle (/>* E ~. 
Dies und die Tatsache, dass bei den meisten Berechnungen auch (f/>1, f/>2) = 0 
vorausgesetzt wird, hat zur Folge, dass der letzte Summand in 35.2-3 
praktisch keine Rolle spielt. 
35.4 ist im reellen Fall schon in 28.22.1 erwahnt worden. 
36. Wir geben die vollstandige Losung von 35.4 an. Zwischenrechnungen 
lassen wir aus. Vom Ergebnis dieses Paragraphen wird spater wesent1ich 
nur der Anfang verwendet. 
Man setze (siehe 7) 
und analog (/>* mit Sternen. 
Die Bedeutung von (f/>, f/>) = 0 erhellt aus 31.3.5. Also 
(36.0) 81 sp e 2-82{P1, P2}+482(y2+ Qi5")=0. 
Man wende f/>2 nacheinander auf 
4, Lf, r, P*, P*, e* 
an (am besten in dieser Reihenfolge). Dann erhalt man die Bedingungen: 
(36.1) P1 X P1 = 2!5@ 
(36.2) P1 X P2 =- 2y@ 
(36.3) P2 x P2 = - 2i5"e 
(36.4) {P1, P2}= 16(y2 +Q~) 
(36.5) i€JP1=yP1 +QP2 
(36.6) i€JP2=~P1-yP2 
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(36.7) pl X @P* +i@Pl X P* =HPl, P*}@ 
(36.8) p2 X @P* +!@P2 X P* = ±{P2, P*}@ 
(36.9) -!@* €JP1- @@* P1 =- i. (sp @@*)Pl 
(36.10) !€J*€JP2- @@*P2=- f,(sp @@*)P2 
(36.11) 0 2P* =I6 {P1, P2}P* -i{P2, P*}P1 +HP1, P*}P2 
(36.12) [@, [@, €J*]]-P1 x €J*P2+P2 x €J*P1=- J.(sp @@*)@. 
Aus 36.11 folgt 
(36.13) sp @2=-\-"-{Pl, P2}. 
Die Bedingungen 36.0-12 sind notwendig und hinreichend fiir tJ> E )lli4, 
Man kommt auch mit weniger Bedingungen aus. Dann hat man aber 
einige Falle zu unterscheiden. Der ,allgemeine" Fall ist 
A us s2 = 2eel folgt, dass 36.0 iiberfliissig ist. 
Durch Transformation mi~ einem Element von 2-h (siehe 7) kann man 
y = 0 erreichen, also P 1 x P2 = 0. Mittels der Formeln 32.7 zeigt man dann: 
36.1-6 sind hinreichend. 
Ist obendrein {P1, P 2}>0, so kann man statt y=O auch !5=~=0 
erreichen, also P1 x P1 = P2 x P2 = 0. Man sieht dann noch einfacher ein, 
dass 36.1-6 hinreichen. 
Zur Dimension von m!4 (projektiv) liefern P1. P2 je den Beitrag 
dimim+1; y,Q,~ den Beitrag 3-1 (wegen 36.4), so dass sich (projektiv) 
dim1lli4=2dimW1+3=15, 21, 33,57 
ergibt. 
36b. {P1. P2}=0, P1. P2 linear unabhangig, nicht aile y, Q, ~ ver-
schwinden. 
Durch Transformation mit einem Element von 2!1 erreicht man y = ~ = 0, 
Q#O. Also P1xP2=P2xP2=0 (36.1-2). 
Man wahle ein P 3 E Sf mit 
(36.14) {P1. Pa}=O, {P2, Pa}#O. 
Dann ist (32.5) 
(36.15) (P1 x Pa)P2 = - ±{P2, Pa}P1. 
Man definiere €J1 durch 
(36.16) P1 x Pa =- ±{P2, Pa}€J1. 
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Also 
(36.17} 
Mittels 36.5, 36.1, 31.3.1, 32.5, 36.15 erhalt man 
6~2{Pz, Ps}= {6~2Pz, Ps}= {2~8P1, Ps}= {(P1 x P1)P1, Ps}= 
- e-1 sp (Pl X Ps)(Pl X Pl) = {(Pl X Ps)Pl, Pl} =- i{Pz, Ps}{ elPl, Pl}, 
also mit 36.14, 36.17, 32.3 
(36.18) 24~2 =- {81P1, PI}=- {812Pz, 81Pz}= {013P 2, P 2}. 
Nur 36.1-6 sind verwendet worden. Zur Losung der Gleichung 35.4 
wahle man P 2 und 0 1 beliebig, aber so, dass 
Pz xPz=O, 
(36.19} 
gilt. Dann bestimme man~ nach 36.18, P1 nach 36.17, e nach 36.1; 
ferner setze man y = J = 0, und fiihre man schliesslich eine Transformation 
a us Slh a us. Hauptsachlich mittels 32.7 zeigt man, dass dann alle Be-
dingungen 36.0-12 erfiillt sind. Z.B. 36.1: 
2~ePl= (PI X Pl)PI= (Pl X Pl)elP2= [Pl X PI, @*]Pz= -2(Pl X elPl)Pz 
= -i{81P1, P1}Pz= -!{812Pz, 81P2}P2=6~Pz 
wegen 36.1, 36.17, 32.1, 36.6 (man beweise dies vorher}, 32.5, 36.2 (man 
beweise dies vorher), 32.3, 36.19. 
36c. {P1, Pz}=O, P1, P 2 linear unabhangig, y=~=b=O. 
Man bestimme St E sr mit 
{Pt, St}= 1, {P1, S2}= {P2, Sl}= 0. 
Mit Ri = 48St wird wegen 36.7-8 mit St statt P* 
(36.20) 
(36.21} 
(36.22) 
Pt xRt= e 
{Pt, RJ}=O 
P1 xR2=P2 xP1=0 
und nach 36.11 mit S1 statt P* 
{ es1, es2} = - { 8 2S1o S2} = - t, 
also 
(36.23} 
Umgekehrt schreibe man P 1, P2 beliebig vor mit 
PtxPJ=O, {P1oP2}=0. 
Bestimmt man hierzu R1, R2, so dass 36.21-23 und ferner 
P1 xR1=P2 xR2 
gilt, so hat man noch e nach 36.20 zu bestimmen und y = ~ = J zu setzen, 
urn alle Bedingungen 36.1-12 zu erfiillen. Die Bestimmung der Rt zu 
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gegebenen P~ geschieht so: Man setze R~= €hP~, wo die 8i der Bedingung 
P1 x ( 81 + 82)P2 = 0 zu geniigen haben. Dies ergibt eine Forderung an 
81 + 82, fiir die ich keine elegante explizite Form finden konnte. 
36d. P1, P2 linear abhangig, 8 =1 0. 
Dann ist nach 36.11 
Sei 8Pi"#O. Dann ist Pi-=10 und 8Pi wegen 36.5 ein reelles Vielfaches 
von Pi, aber 82Pi=0. Also muss 
8Pi=0 
sein. Nach 36.9-10 hat Pi die Form 8S (namlich mit S = Vielfachem 
von 8*Pi)· 
Umgekehrt wahle man zu gegebenem 8 mit 82=0 beliebige reelle 
Zahlen .x1, <X2 und beliebiges S E gf und setze 
Pi=<Xi8S 
~ = - : • .x12 sp 8(S x S) 
y : • .x1.x2 sp 8(S x S) 
~ : • .x22 sp 8(S x S). 
Dann sind 36.0-12 erfiillt, z.B. 36.1: 
P1xP1=.x128Sx 8S=!.x12 [8, [8,SxS]] 
wegen 31.3.3 = -1 . .x12 (sp 8(SxS))8=2~8 
36e. P1, P2 linear abhangig, 8 = 0. 
Man kann die Pi belie big (aber abhangig) vorschreiben mit Pix Pi= 0. 
Man bestimme dann y, Q, ~ so, dass yP1 + §.P2=~P1-yP2=0 ist. Dann 
sind 36.0-12 erfiillt. 
37. Die systematische Auseinandersetzung der metasymplektischen 
Geometrie fangt nun an. Erst eine zusammenfassende Definition, die in 
sich einige friihere wiederholt. 
Definition der metasymplektischen Geometrie. 
ffi4 ist die Algebra aus 7 tiber einer der vier Hurwitzalgebren £'. 
ffi1 ist die lineare Hiille der (f/J1, f/J2) mit f/Ji E ffi4. 
ffi4 ist in sich selber adjungiert dargestellt, und in ffi1 durch 
($(f/Jl, f/J2) = [f/J, (f/Jl, f/J2)] = ($f/Jl, f/J2) + (l/Jt, ~f/J2)· 
ffi4 erzeugt in ffi1 und ffi4 die metasymplektische Gruppe. 
f/J E ~4 bedeutet: (f/J, f/J) = 0. 
A E ~1 bedeutet: A= (f/J1, f/J2) fiir geeignete f/J1, f/J2 E ffi4 mit [l/Jt, f/J2] = 0. 
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Symplekta heissen die Elemente i= 0 von m34, wenn mit ihnen bis auf 
einen reellen Faktor gerechnet wird. 
Punkte heissen die Elemente i= 0 von m31, wenn mit ihnen bis auf 
einen reellen Faktor gerechnet wird. 
W o es unmissverstandlich ist, werden m31 und m34 die Mengen der 
Punkte bzw. Symplekta genannt. 
Symplekta ifJ1, ifJ2 heissen 
verbunden, wenn < ifJ1, ifJ2) = 0, 
verflochten, wenn [ifJ1, ifJ2] = 0, 
scharnierend, wenn (ifJ1, ifJ2) = 0 
ist. Punkte A, B heissen 
verbunden, wenn 
verflochten, wenn 
scharnierend, wenn 
AB=O, 
AB=BA, 
sp AB=O 
ist. Der Punkt A heisst mit dem Symplekton (j) 
ist. 
inzident, wenn es ein Symplekton ifJ* mit ifJ=AifJ* gibt, 
halbinzident, wenn A (j) = 0 
Die Menge der Punkte, die mit dem Symplekton (j) inzidieren, heisst {ifJ}. 
Die Menge der Symplekta, die mit dem Punkt A inzidieren, heisst {A}. 
38. Es ist klar, dass alle diese Begriffe gegeniiber der metasymplektischen 
Gruppe invariant sind. Wir zeigen: 
Die metasymplektische Gruppe ist transitiv auf der Menge der Sym-
plekta. 
Sei ifJi E m34. Dann nach 35.4 
(exp r fP2)ifJ1 = ifJ1 + r[ifJ2, ifJ1] + -!r2(ifJ1, ifJ2)ifJ2, 
(exp r fP1)ifJ2=ifJ2+r[ifJ1, ifJ2J+-!r2(ifJ2, ifJ1)ifJ1. 
Fiir r=l, (ifJI,ifJ2)=-2 ist das dasselbe Symplekton. Also lassen sich 
(j)l, (j)2 metasymplektisch ineinander uberfiihren, wenn (ifJl, ifJ2) i= 0 ist. 
Verschiedene Transitivitatsschichten in m34, wenn sie existierten, waren 
also orthogonal zueinander. Dasselbe galte fiir ihre lineare Hiillen. Das 
ist aber unmoglich, wegen der Irreduzibilitat der adjungierten von ffi4 
(Einfachheit von ffi4). 
39. Sei ifJi E m34. Dann und nur dann ifJ1 + ifJ2 E m34, wenn <ifJ1, ifJ2) = 0. 
Denn <ifJ1 + ifJ2, ifJ1 + ifJ2) = <ifJ1, ifJ1) + 2<ifJ1, ifJ2) + <ifJ2, ifJ2), wo erster und 
dritter Summand verschwinden. 
Fiir ifJEm34 ist (ifJ,ifJ)=O. (Siehe 35.4.) 
Sei ifJ1, ifJ2, ifJ1+ifJ2 E m34. Dann (ifJ1, ifJ2)=0. (Klar.) 
Das Vorige kombiniert ergibt fiir ifJi E m34: 
< (j)l, ifJ2) = 0 --+ ( (j)l, ifJ2) = 0. 
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tPa = [l/>1, l/>z]. 
Nach 35.4 ist 
[l/>1, [l/>1, l/>z]] = (l/>1, l/>z)l/>1, 
also mit Ubergang zu den adjungierten 
[!PI, [!PI <Pz]] = (l/>1, l/>z)<Pl. 
Man wende dies auf l/> E ffi4 an und lOse die Kommutatoren auf: 
<Plz<Pzll>- 2!P1 <Pzifi1ll> + <Pz<P12tP = ( l/>1, l/>z)<Pll!>. 
Also mittels 35.4: 
2cPrriJzriJ1l/> = (l!>a, l/>)l/>1- (l/>1, l/>)l!>a- (l/>1, l/>z)<Pll!>, 
wenn 
41. Fiir Symplekta gilt: verbunden ~ verflochten ~ scharnierend. 
Beweis: I. Wenn [l/>1, l/>2]=0 ist, verschwinden in 40 aile Terme bis 
auf den letzten, also auch der letzte (identisch in l/>), also (l!>r, l/>2) = 0. 
2. Sei l!>r, l/>z E m34, (l/>1, l/>z) = 0, l!>a = [l/>1, l/>z]. Dann auch (l/>1, l/>z) = 0 
nach 39. Gemass der Definition von (l/Jr, l/>2) ist 
ifi1<Pzll> + riJzifi1ll> = (l/>1, l/>)l/>z + (l/>z, l/>)l/>1. 
Mit <f>1ll> statt l/> 
da 
(ll>t, ifJJl!>) = - (<i>jtPi, l/>). 
Unter Verwendung von 40, 35.4 und der ersten Halfte der Behauptung: 
}(ll>a, l/>)l/>1- i(ll>l, l/>)l!>a + (l/>1, l/>)!l>zl/>1 = 0. 
(l!>a, l/>)l/>1- (l/>1, l/>)l!>a = 0. 
Ebenso (l!>a, l/>)l/>z- (l/>z, l/>)l!>a = 0. 
Ware l!>a # 0, so wahlte man l/> so, dass (l/>3 , l/>) # 0 ist. Dann ergabe sich 
lineare Abhangigkeit der l/>1, l/>2 • ·Also l!>a = 0, [l/>1, l/>z] = 0. 
42. Sei l/Jr, l/>2 E m34. Dann und nur dann ist [l/>1, l/>2] E m34, wenn 
(l/>1, l/>z) = 0. 
Beweis: Man setze in 34.2 l/>1 =tPz E m34: 
(42.1) (ifil/>1, l/>1)=0 fiir l/>1 E ms4. 
Sei l/>1, l/>z E m34. Man setze in 34.2: l/>2 statt l/>, ifJ2l/>1 statt l/>2. Nach 42.1 
verschwindet die linke Seite, also 
(riJzl/>r, rPzl/>1) + (l/>1, riJz2tP1) = 0 
(riJzl/>1, riJzl/>1) = - (l/>1, l/>z)(l/>1, l/>z). 
Nach 41 verschwindet die rechte Seite dann undnurdann, wenn (l/Jr,l/>2) = 0. 
Hieraus folgt die Behauptung. 
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43. Seien ifJ1, ifJz, ifJa Symplekta, ifJ1 mit ifJz verhunden, ifJz mit ifJ3 ver-
fl.ochten. Dann scharnieren ifJ1 und ifJa. 
Denn 
also 
(?>1?>2 + ?>zcP1)ifJa = 2?>1?>zifJa = 0, 
< ifJ1, ifJ2)ifJa = !(ifJb ifJa)ifJz. 
44. Zu zwei verhundenen Symplekta ifJ1, ifJz giht es ein Symplekton ifJ3 
mit [ifJ1, ifJa] = ifJz. 
Beweis: Man wahle ifJo E ~4 so, dass 
Das kann am einfachsten geschehen, wenn man (aufgrund von 38) ifJ2 
in spezielJer Lage ( etwa = £1.) voraussetzt. 
Man setze [ifJz, Wo]=ifJa. Dann ist 
[ifJ1, ifJa] = 1f>1($2ifJo = (ifJ1, ifJz)ifJo- !(ifJb ifJo)ifJz- !(Wz, ifJo)ifJ1. 
Also ist ifJa his auf einen reellen Faktor das gewiinschte Symplekton. 
45. Zu zwei Symplekta ifJ1, ifJ2 giht es nur dann eines, das mit heiden 
verhunden ist, wenn sie scharnieren. Wenn sie ohendrein nicht verfl.ochten 
sind, so ist [ifJ1, ifJ2] das einzige Symplekton, das mit heiden verhunden ist. 
Beweis: Die erste Behauptung folgt aus 43. 
Sei nun (ifJ1, ifJz) = 0, ifJa = [ifJ1, Wzl~ 0. Dann ist ifJa E ~4 nach 42, 
(ifJa, ifJ1) = 0 nach 42.1 (mit Wz statt ifJ) und analog (ifJa, ifJz) = 0. ifJa ist 
also mit ifJ1, ifJ2 verhunden. 
Sei auch das Symplekton W4 mit den Symplekta ifJ1, ifJz verhunden. 
Dann giht es nach 44 Symplekta ifJ1', ifJz' so, dass 
also 
Nun ist 
nach 40 
ifJ1 = [ifJ4, ifJ1'], ifJz = [ifJ4, ifJz'], 
(ifJ4, ifJ1') = (ifJ4, ifJz') = 0, 
(ifJ4, ifJ1) = (ifJ4, Wz) = 0. 
ifJa = [ifJ1, ifJz] = [ifJ1, [ifJ4, ifJz']] = [ifJ4, [ifJ1, ifJz']] 
= [ifJ4, [[W4, ifJ1'], ifJ2']] 
= - ($411>2 1 (/)4(/Jl' 
wo der zweite und dritte Summand versohwindet. Da ifJa =!= 0 ist, ist W4 
von ifJa ahhangig. 
46. Sei W1 mit ifJz, ifJ2 mit ifJa, Wa mit ifJ4 verhunden und ifJ1 mit ifJ4 schar-
nierend. Dann ist ifJ1 mit ifJa oder ifJ2 mit ifJ4 verfl.ochten. 
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Beweis: Man darf annehmen, dass ifJ3, ifJ4 nicht dasselbe Symplekton 
darstellen. Da (ifJ3, ifJ4) = 0, ist auch [tPa, ifJ4] = 0, also 
[ifJ4, [tPa, ifJ1]] = [tPa, [ifJ4, ifJ1]]. 
Nach 45 ist [ifJ3, ifJ1] Vielfaches von ifJ2, also die linke Seite Vielfaches 
von ifJ3. Ebenso ist die rechte Seite Vielfaches von ifJ4. Also ist 
[ifJ4, [tPa, ifJ1]] = 0, also entweder [ifJ4, ifJz] = 0 oder [ifJa, ifJI] = 0. 
47. Seien die I[Ji (i=O, 1, 2, 3, 4 mod 5) zyklisch verbunden. Dann gibt 
es ein i so, dass 
ist. 
Dies ergibt sich a us 46, wenn man ifJ5 = [ifJ1, ifJ4] hinzufiigt und 46 mit 
zyklischen Vertauschungen anwendet. 
48. Sei I[Ji E m54, tfJ E ffi4, [ifJ1, ifJz] = 0. Dann ist 
[ (ifJ1, lfJz)lfJ, ifJ1] = 0. 
Denn dies ist 
= (JJl(<fiiPztP- !(lfJI, lfJ)IfJz- !(lfJz, lfJ)IfJ1) 
= (ifJ1, (JJzifJ)ifJI =- ((iJzifJb ifJ)IfJ1 = 0. 
49. Sei A ein Punkt. Dann ist A 2 =0. 
Bewei s: A= (ifJ1, ifJz) mit [ifJ1, ifJz] = 0. 
A 2ifJ=$1$2(1fJb lfJz)lfJ-!(IfJI, (ifJ1, lfJz)lfJ)ifJz-!(lfJz, (ifJ1, lfJz)lfJ)IfJl. 
Der erste Summand verschwindet nach 48, und von den andern ist es 
klar, dass sie verschwinden. 
50. Sei I[Ji E ffi4, ifJ1 E m54, [ifJ1, ifJz] = 0. Dann ist 
«tPl, lfJz)tPa, ifJ1) =- !(lfJI, tPa)(lfJI, ifJz) = «tPz, tPa)ifJI, ifJ1). 
Beweis: Aus (ifJ1, ifJ1) = 0 folgt mit 34.2 
(<fiatP1, ifJ1) = 0, 
(<fiz<fialfJ1, ifJ1) = 0, 
«(JJzifJa)ifJI, ifJ1) = - t(ifJ1, tPa)(lfJl, ifJz). 
Die vorletzte Zeile schreibt man auch 
( <fiz¥1tPa, lfJ1) = 0. 
Also 
51. Sei A ein Punktund tfJ ein Symplekton. Dann ist AtfJ ein Symplekton 
(oder 0). 
Bemerkung: Die AtP sind definitionsgemass die mit A inzidierenden 
Symplekta. 
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Bewei s : Sei <Pi E 1ill4, [<P~, <P2] = 0, l!J4 = (<P1, <P2)<Pa. 
Zu beweisen ist (<P4, l!J4) = 0. 
(<P4, l!J4) = (iP1¥2<Pa, iP1&2<Pa)- 2 · i((<P~, <Pa)<P2 + (<P2, <Pa)<Pl, q}/iJ2<Pa) 
+ !( (<P~, <Pa)<P2 + (<P2, <Pa)<Pl, (<P1, <Pa)<P2 + (<P2, <Pa)<Pl>· 
Der zweite Summand verschwindet; z.B. 
(<P2, ~1~2<Pa) = (<P2, (<P1, <P2)<Pa) + j(<P2, (<P2, <Pa)<Pl) = 0 
nach 50. 
Der dritte Summand ist 
j(<P1, <Pa)(<P2, <Pa)(<Pl, <P2); 
den ersten Summand schreibt man auch 
--- -- ---- ,.-2 ([<P2, <Pa]<P~, [<P2, <Pa]<Pl) = [<P2, <Pa]([<P2, <Pa]<Pl, <P1)- ([<P2, <Pa] <P1, <P1) 
Nun ist 
und 
,.-2 ,.-'2 
= H<P2, <Pa] (<P1, <P1)- ([<P2, <Pa] <P~, <P1) 
,.-2 
=- ([<P2, <Pa] <P1, <P1). 
(ii2<Pa, ~2<Pa) = ql2(~2<Pa, <Pa)- (~22<Pa, <Pa) 
= - (<P2, <Pa)(<P2, <Pa). 
Also wird der erste Summand 
nach 50 
= (<P2, <Pa)( (<P2, <Pa)<P~, <P1) 
= - i(<P~, <Pa)(<Pl, <P2). 
Die Summanden heben sich also weg. 
52. Sind <Pi nicht verbundene Symplekta (i = 5, 6) und mit dem Punkt A 
inzident, so gibt (<Ps, @6) den Punkt A. 
U nd scharfer: 
(A<Pa, A<P4) = - t(A<Pa, l!J4)A. 
(Diese Formel gilt fiir alle <Pa, l!J4 E ffi4.) 
Beweis: Sei A= (<P~, <P2), <Pi E 1ill4, [<P1, <P2] = 0. Aus 50 (siehe auch 
48) folgt, wenn <Pa E 1ill4, also A<Pa E 1ill4: 
( (A<Pa, <P1)<P4, A<Pa) = - i(A<Pa, l!J4)(A<Pa, <P1), 
ferner 
Setzt man die letzte in die vorletzte Zeile ein, so erhalt man die zu 
beweisende Formel unter der Voraussetzung (<P1, <Pa)*O. Von ihr kann 
man sich etwa durch eine Stetigkeitsbetrachtung befreien. Dazu hat man 
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zu zeigen: Ist 4>1 i' 0, so kann (4>1, 4>) nicht fiir aile tf> E ~4 a us einer 
Umgebung von 4>a verschwinden. 
Ware das nun der Fall, so ware 
((exp -c4>*)4>a, 4>1)=0 fiir aile 4>* E ffi4, 
also 
(¥*4>a, 4>1) = 0 fiir aile 4>* E ffi4, 
also (wegen der Irreduzibilitat der adjungierten von ~) 4>1 orthogonal 
auf ganz ~-
Dass die Voraussetzung 4>a E ~4 unwesentlich ist, ist klar. 
53. Zu jedem Symplekton 4>1, das mit dem Punkte A inzidiert, gibt es 
ein Symplekton 4>2, das mit A inzidiert und so dass A=< 4>1. 4>2) ist. 
Beweis: Sei 4>1=A4'>ai'O. Man setze 4>2=A4>4, wobei 4'>4 so zu wahlen 
ist, dass (A 4>a, 4>4) i' 0 ist: Bis auf einen skalaren Faktor ist 4>2 dann wie 
gewtinscht. 
54. Je zwei mit dem Punkte A inzidierende Symplekta sind verflochten. 
Dies lasst sich aus dem Vorigen ableiten oder auch direkt: 
Be wei s: A= (4>1, 4>2) mit 4>i E ~4, [4>1. 4>2] = 0; 4>a, 4>4 E ffi4. 
!fi'12[4>3, 4>4] = (4>1, [4>3, 4>4])4>1. 
Man rechne die Iinke Seite a us: 
[&'124>3, 4>4] + 2[1$'14>3, ¥14>4] + [4>3, !fi'12P4] 
= (4>1, 4>a)[4>1. 4>4] + 2[!fi'14>a, !li'14>4]- (4>1. 4>4)[4>1, 4>a]. 
Also 
2[1$'14>3, !fi'14>4] = (4>1. [4>3, 4>4])4>1- (P1, 4>a)[4>1, 4>4] + (4>1. 4>4)[4>1. 4>a]. 
Man setze hier !fi'24>3 statt 4>3 und !fi'24>4 statt 4>4: 
2[¥1&'24>3, &'1&'24>4] = (4>1. [1$'24>3, !li'24>4])4>1. 
Wendet man im inneren Produkt die zur vorletzten analoge Formel an, 
so ergibt sich: 
Hieraus schliesst man mit 48, dass 
[ (4>1, 4>2)4>3, (4>1. 4>2)4>4] = 0 
ist (sogar fiir alle 4>3, 4>4 E ffi4). 
